Oberstufe Mathematik — Projekt Unendlichkeit

Primzahlen

1.Einfiuhrung

2,3,5,7,91113...

Primzahlen sind naturliche Zahlen, die nur durch 1 und durch sich selbst aber durch sonst
keine ganze positive Zahl teilbar sind.

Die Zahl 1 z&hlt, obwohl die obige Definition auch auf sie aitrifft, nicht zu den Primzahlen.
Es existieren unendlich viele Primzahlen, ihre Verteillung ist jedoch unregelmaidig und bei
h6heren Zahlen treten sieimmer seltener auf.

Da die Primzahlen Bausteine der ganzen Zahlen sind, ist ihre Untersuchung eine der
Grundaufgaben der Zahlentheorie.

GauR? fand Ende des 18. Jahrhunderts eine Naherungsformel zur Berechnung der Anzahl von
Primzahlen. Diese néhert sich demnacdh mit wadisendem x dem Wert x/In(x) an.

Jede natiirliche Zahl n> 1 kann eindeutig als Produkt von Primzahlen dargestellt werden
(Bsp.: 15=5 * 3), dies nennt man Primfaktorenzerlegung (wichtig fir den Beweis nach
Euklid).

Den Primzahlen kommt gerade heutzutage, im Zeitalter des Internets und der
Medienkommunikation mehr und mehr Bedeutung zu.

Sie sind einer der wichtigsten Bestandteile der Kryptologie® und bilden die Basis firr das, bis
heute an sichersten geltende V erschliisslungsverfahren: Die RSA- Methode.*

Die Schltiissl entstehen hierbel aus der Multiplikation zweier grof3er Primzahlen mit
mehreren hundert Stellen. Die Sicherheit beruht darauf, dasses auf3erst schwer ist das Produkt
zweler sehr grofer Primzahlen wieder in Faktoren zu zerlegen.

Im Zuge dieser Entwicklungen suchen ganze Forschungsabteilungen nach immer neuen,
immer grofReren Primzahlen.

Bis zum heutigen Zeitpunkt sind gesetzmal3ige Aufeinanderfolgen noch nicht auszumadhen,
zum Teil auch wegen der aul3erst unregelmaidigen Vertellung der Primzahlen unter den
natlrlichen Zahlen (2, 3,5,7,9,11,13 doch dann:17,19...).

Mit dem Sieb des Eratosthenenes ° lassen sich Primzehlen in einem Bereich von 1 bis

1 000 000 000 000 OQ®@ativ leicht und mit wenig Aufwand finden.

Neben den einfachen Primzahlen existieren die so genannten Primzahlzwilli nge. Es handelt
sich hierbei um Paae aus Primzahlen dieim Abstand 2 aufeinander folgen ( z.B. 3 und 5,5
und 7, 11 und 13. Die (Un-)Endlichkeit der Primzahlzwilli nge ist bis heute ungeklart.

! Zahlentheorie: Zweig der Mathematik, der sich mit den Eigenschaften und Beziehungen von Zahlen beschéftigt
2 GauR Carl Friedrich (17771855, deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker.

3 Kryptologie: Wissnschaft von der Ver- und Entschliisselung von Sprachzeichen bzw. dem Ver- und
Entschlissln von Geheimsprachen

4 Ron Rivest, Adi Shamir und Leonhard Adleman

® Eratosthenes : Griechischer Mathematiker, Astronom, Geograph und Dichter; 276-196v. Chr.
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2. Geschichte der Primzahlen

Primzahlen in die Geschichte @nzuordnen ist nur schwer mdglich, da es se schon immer gab
und immer geben wird. In manchen Epochen jedoch wurden sie verstérkt erforscht, so geht es
weniger um die Geschichte der Primzahlen selbst, als um die Chronologie ihrer Entwicklung.

Schon im alten Griedchenland haben sich Mathematiker wie Euklid und Eratosthenes und
Forscher der pythagoraische Schule im Zusammenhang mit Primzahlen einen Namen
gemadt. So maditen jene avar aul3erst wichtige mathematischen Entded<ungen, doch es
gelang ihnen nie ihre Theorien zu beweisen.

Die Primzahlforschung schien zu ihrem vorlaufigen Ende gelangt zu sein bis Euklid 300v.
Chr. die Unendlichkeit der Primzahlen bewies und damit ein neues Zeitalter der
Primzahlforschung einleitete: Erstmals wurde en Widerspruch bentitzt um eine Vermutung
Zu begrunden.
200v. Chr. etwa endete die Ara der grolRen Mathematiker mit Eratosthenes. Er entdeckte
einen Algorithmus zum Berechnen von Primzahlen.

Die Entdedkungen jener griechischen Mathematiker gerieten jedoch wéhrend des Mittelalters
und der Romerzeit weitgehend in Vergessenheit und erst in der Renaissance begann die
Mathematik und demnadh auch Primzahlen wieder von Interesse a1 sein.

Doch auch die Neuzeit bradite Bahnlredhende Entded<ungen. So bewies der Mathematiker
Fermat zu Beginn des 17. Jahrhunderts, dassjede Primzahl der Form 4n + 1 als Summe von
zwel Quadranten geschrieben werden kann. Auch Mersenne, ein Schweizer Monch,
beschéftigte sich ausfihrlich mit Primzahlen und entdedkte dabei eine ganz spezelle Form
der Primzahlen, die heute den Namen ,, Mersennesche Primzahl” trégt.

Nach dem aten Griechenland, dem Mittelalter und der Neuzet- Epochen die den
Grundbaustein fir die Primzahlforschung legten- folgt nun das Computerzeitalter, welches
etwain der Mitte unseres Jhrhunderts sinen Ursprung findet. So werden heutzutage avar
keine neuen Theorien aufgestellt, jedoch mit Hilfe von neuesten Computer Programmen, so
wie dem GIMPS(,, Gred Internet Mersenne Prime Seach") — einem Internet Programm, bei
dem jeder Teilnehmer einen bestimmten Zahlenraum zugewiesen bekomnt, den er nach
Mersenneschen Primzahlen absucht- Primzahlenrekorde aufgestellt. Der gréfde momentan
bekannte Primzahlzwilli ng ist 2422060832hoch 3888(Q entdedkt von dem Amerikaner
Caldwell, der sich wie viele andere bekannte Mathematiker mit der Frage beschéftigt ob es
unendlich viele Primzahlen gibt.
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3.Primzahlen Uberpr ifen
3.1 Sieb des Eratosthenes

Etwa 200v. Chr. entwickelte der Mathematiker Eratosthenes ein Verfahren zur Uberpriifung
von Primzahlen, das,, Sieb des Eratosthenes”.

Bel diesem Verfahren erweist es sch als gunstig eine Liste dler nattrlichen Zahlen, die man
Uberprifen mochte, tabellarisch auf zu schreiben:

Das folgende Verfahren besteht aus sds Schritten, in denen jede Zahl Gberprift wird:
1. im ersten Schritt wird die 1 weg gestrichen, da 1 keine Primzahl ist
2. nun komnt man zur 2, die bis jetzt noch nicht weg gestrichen wurde und daher eine
Primzahl ist. Die avel wird als Primzahl gekenrzeichret.

3. asnadstes werden alle weiteren Zahlen, die éenfalls durch 2 teilbar sind, weg
gestrichen, da diese keine Primzahlen sein konren- sie hétten jeweils den Teiler 1, 2
und sich selbst
Die 3 ist nun die nachste ungestrichene Zahl- wir markieren sie 3 als Primzahl
wiein Schritt 3 werden run alle Zahlen weg gestrichen, die durch 3 teilbar sind, da
diese aich keine Primzahlen mehr sein kdnnen.

6. jetzt wird Schritt 4 und 5wiederholt, bis alle Zahlen entweder as Primzahlen markiert
oder as Nichtprimzahlen durch gestrichen sind.

ACHTUNG: Diese Schritte missen nicht bis ins Unendliche fortgesetzt werden,

sondern rur bis zu der Zahl, die grofRer oder gleich der Wurzd des zu tberprifenden

Bereichist: z.B.: 10bel 100, 32 bei 1000 ¢h 10x10=100, bzw. 32x32=1024 wnd

1024>1000

o~

4. Unendlichkeit der Primzahlen
4.1 Beweis nach Euklid

(versuchsweise) Annahme Euklids:

Es gibt nur endlich viele Primzahlen.

- Folgerung: es musseine , gréde dler Primzahlen* geben, welche die Folge der Primzahlen
nach oben hin begrenzt. Diese bezechnen wir mit n.

- Liste dler Primzahlen mit n: (A):2,3,5,7,13...n

Widerlegung der oben genannten Annahme:

Wir betrachten das Produkt aller Primzahlen plus 1 ((B):2* 3* 5* 7* 9* 11* 13...* n+1).

(B) wére groler als n kénnte dso, wenn man davon ausgeht, dassn die Grofe dler
Primzahlen ist, selber keine Primzahl sein, sie miisde dso einen Teller f besitzen der von 1
und ihr selbst verschieden ist.

Da (B) das Produkt aller Primzahlen plus 1 ist, kannf selber keine Primzahl sein, weil immer
ein Rest 1 bliebe.

Eine natrlich Zahl n> 1, die keine Primzahl ist, kannin ein Produkt aus Primzahlen zerlegt
werde (Bsp.:12= 3* 3* 2; 15=3* 5), folglich misge aich dieser Teller in ein solches Produkt
zerlegt werden kénnen.
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Diese Primfaktoren misge wiederum die Zahl (B) tellen(wenneine Zahl z.B. von 15 geteilt
wird, dann auch von den Primfaktoren 3 und 5). Es misge dso mindestens eine Primzahl
existieren die, die Zahl (B) teilt.

Wie wir jedoch bereits wissen lasd sich (B) nicht restlos durch irgendeine Primzahl aus (A)
tellen (, daimmer ein Rest 1 Ubrig bleibt (wegen: 2* 3* 5*7 ...* ntl)).

Daraus <hlief3en wir, dasses eine Primzahl geben mussdie nicht in unsere Liste 2, 3, 5, 7...n
pasd. Also haben wir in dieser Liste (A) nicht alle Primzahlen aufgezdlt. Es gibt folglich
keine, gréfde dler Primzahlen* denndie Folge der Primzahlen ist unendlich.

Die oben genannte Annahme, es gabe nur endlich viele Primzahlen fiihrt also zu einem
Widerspruch und wird durch die indirekte Beweisfiihrung widerlegt.

5. Primzahlentypen
5.1 Mersennesche® Primzahlen

Unter Mersennschen Primzahlen versteht man Zahlen der Form:

21, 2%-1, 23-1,2%1, 2°-1, 2°-1,27-1,2%1, ...

Sie sind jewells um eins kleiner als die Potenzen der Zahl 2: 1,3,7,15,31,63,127,255...
Verallgemeinert schreibt man 2™-1 fur die n-te Mersenre Zahl.

Sind de Mersenne Zahlen nPrimzahlen, so handelt es sch auch bei dem Ergebnis um eine
Primzahl.

Bsp.: Fir n=2: 221 =4-1 = 3 st eine Primzahl
Firn=3: 23-1 =81 =7 ist eine Primzahl
Fir n=5: 2°-1 =321 = 31ig eine Primzahl
Usw.

Sind sie Mersenne Zahlen nwiederum keine Primzahl, so ist auch das Ergebnis keine
Primzahl.

Bsp.: Fiir n=4: 2*-1=16-1 =15 ist keine Primzahl
Fir n = 6: 5.1=631 =62 ig keine Primzanl
Firn=8: 3.1=126 1=125ist keine Primzahl

Ob es unendlich viele Mersenne Primzahlen gibt ist bisher ungeklart, jedoch vermutet man
auf Grund von plausiblen Heuristiken’, dasses etwa ¢ In x— viele Mersenne Primzahlen gibt
mit p < X.

® Mersenne, Marin (1588-1648), franzosischer Mathematiker, Phil osoph, Theologe und Musiktheoretiker.

" Heurigtik (von griedchisch heuriskein: finden, entdedken), urspriingli ch Bezeichnung firr die Erfindungskunst;
eine Verfahrensweise zur Problemldsung und zum entdedkenden Auffinden bzw. zur Begriindung neuer
Erkenntnisse durch Formuli erung von Hypothesen und de Suche nach einer zur Verifizierung gedgneten
Bewei sfiihrung.
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6. Quell enangabe

www.primzahlen.de

encata 2002
www.joerg-rudolf.lehrer.belwue.de/ mathe/m6/vollkommenezahlen.doc

http://home.t-onli ne.de/lhome/arndt.bruenner/mathe/scripts/primzahlen.htm

Autoren: Louisa a1 Léwenstein und Josephine von Perfall

www.rudolf-web.de / Last Update 04.06.04




